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Simetries∗
Alain Connes
Resum
El concepte de simetria va me´s enlla` de les simples simetries geome`triques.
Des de l’organitzacio´ de les fases finals de copes de futbol fins a la resolucio´
d’equacions, passant pel joc de l’icosaedre o el teorema de Morley, en aquest
article es descobreixen algunes de les mu´ltiples facetes d’aquest concepte.
Paraules clau: grups de simetria, equacions polino`miques, cicles hamiltonians,
teorema de Morley.
Classificacio´ AMS: 12-01, 20-01, 51-01.
1 Introduccio´
Aquest article es proposa iniciar el lector, a trave´s d’alguns exemples il.lustra-
tius, a la nocio´ de simetria en matema`tiques.
Per posar en evide`ncia la ubiqu¨itat d’aquest concepte, en el sentit matema`-
tic, comenc¸arem desvetllant el lligam entre la simetria que es pot trobar en
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amb l’amable autoritzacio´ de l’autor i de la revista. Una versio´ anglesa d’aquest article ha apa-
regut al nu´mero de desembre de 2004 de la Newsletter de l’EMS. Els editors volem agrair l’ajut
del seu editor en cap, Martin Raussen, en la produccio´ de les figures.
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l’organitzacio´ de la fase final de les copes de futbol i... la te`cnica de resolucio´
de les equacions de quart grau.
En passar a les equacions de grau me´s gran tindrem ocasio´ de parlar del
joc de l’icosaedre i dels icosions, definits pel matema`tic irlande`s William
Hamilton en el segle xix.
Acabarem amb una reflexio´ sobre un teorema demostrat per Frank Morley
cap al 1899, on la simetria d’un triangle equila`ter sorgeix com per miracle
d’un triangle arbitrari al considerar la interseccio´ de les seves trisectrius (les
dues rectes que divideixen un angle en tres parts iguals). En vaig donar una
formulacio´ i una demostracio´ alge`briques que veurem aqu´ı.
Figura 1: Les simetries de la fase final de la copa d’Europa. Les tres jornades so´n
globalment invariants per permutacions de F,D,H, T : l’intercanvi de F i D intercanvia
les jornades segona i tercera, l’intercanvi de F i H intercanvia les jornades primera i
segona, i l’intercanvi de F i D i de H i T deixa les jornades invariants.
2 Les fases finals de les copes de futbol
Comencem per l’organitzacio´ de les copes de futbol, per exemple de la dar-
rera copa d’Europa. Durant la fase final, els equips es troben per grups de
quatre dins dels quals s’han d’enfrontar. Franc¸a, per exemple, estava en un
grup de quatre equips: Dinamarca, Franc¸a, Holanda i la Repu´blica Txeca (que
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abreujarem D,F,H i T ). Per a organitzar de forma equitativa els partits, cal
que cadascun dels equips s’enfronti amb cadascun dels altres tres, de manera
que calen tres jornades. Quan dos equips s’enfronten, D i F per exemple, els
altres dos, H i T , ho fan tambe´ al mateix dia de manera que en tres jornades
es poden obtenir totes les configuracions possibles.
En l’exemple de la copa d’Europa, els partits per a les tres jornades eren,
per a la primera, DF i HT , per a la segona, FT i DH i, per a la darrera, FH i
DT . Intu¨ıtivament es veu que aquesta organitzacio´ e´s equilibrada ja que cap
dels quatre equips e´s privilegiat. Tambe´ es pot comprovar que si es permuten
arbitra`riament alguns equips, per exemple D i H, en resulta simplement una
permutacio´ de la primera i tercera jornades.
Podem representar-nos la simetria que actua posant les lletres D,F,H i
T en quatre punts del pla com a la figura 1. A un partit entre dos equips li
fem correspondre una recta unint aquests dos punts i cadascuna de les tres
jornades correspon naturalment al punt d’interseccio´ de les dues rectes que
representen les dues confrontacions de la jornada. Aix´ı, als partits DF i HT ,
hi associem la interseccio´ de les rectes DF i HT i, de forma similar, la segona
jornada es correspon amb la interseccio´ de les rectes FT i DH i la tercera a la
interseccio´ de les rectes FH i DT .
La figura que resulta, formada de quatre punts i sis rectes, e´s un quadrila`ter
complet. E´s una figura completament sime`trica (en sentit abstracte, encara que
les simetries geome`triques —simetries respecte a un punt o a una recta— no
hi apareguin), ja que cadascun dels quatre punts D,F,H, T juga exactament el
mateix paper que els altres, i el mateix es pot dir dels tres punts que repre-
senten les jornades.
Despre´s d’haver visualitzat aquest quadrila`ter complet tambe´ podem for-
mular alge`bricament la simetria en qu¨estio´. La funcio´ α que als quatre nom-
bres a,b, c i d associa α(a,b, c, d) = ab+cd nome´s pren tres valors diferents
quan es permuten de totes les maneres possibles els valors a,b, c i d: els altres
dos possibles valors so´n ac + bd i ad+ bc.
3 La resolucio´ per radicals de les equacions de quart grau
Aquest fet sorprenent e´s a la base del me`tode general que permet resoldre per
radicals les equacions de quart grau. Aquesta resolucio´ consisteix a expressar
els zeros a,b, c i d del polinomi x4 + nx3 + px2 + qx + r = (x − a)(x − b)
(x−c)(x−d), e´s a dir, els valors de x que anul.len el polinomi, en funcio´ dels
coeficients n,p, q, r i l’extraccio´ d’arrels.
Per tal de comprendre aquesta afirmacio´ cal tornar una mica enrere a la
histo`ria i examinar la resolucio´ de les equacions de grau menor que quatre.
Si la te`cnica de resolucio´ de les equacions de segon grau es remunta a
la me´s alta antiguitat (babilonis, egipcis...), aquesta te`cnica no es va poder
estendre a la resolucio´ de les de tercer grau fins bastant me´s tard, i no sera`
publicada per Girolamo Cardano fins al 1545 en els cap´ıtols 11 a 23 del seu
llibre Ars magna sive regulis algebraicis. Tot i que no va ser reconegut fins
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en el segle xviii, la clau de la resolucio´ de les equacions de tercer grau x3 +
nx2 + px + q = 0 de zeros a,b i c (les arrels) rau en l’existe`ncia d’una funcio´
polinomial f(a, b, c) de a,b, c que nome´s pren dues determinacions diferents
per l’accio´ de les sis permutacions de a,b, c.
El me`tode de Cardano consisteix a posar α = ((1/3)(a+bj+cj2))3, essent
j la primera arrel cu´bica de la unitat, e´s a dir, (−1 + i√3)/2, on i denota una
arrel quadrada de −1. La permutacio´ circular que transforma a en b, b en c i
c en a, deixa invariant la funcio´ α i l’altra u´nica determinacio´ de α per l’accio´
de les sis permutacions de a,b, c s’obte´ transposant b i c, per exemple, cosa
que do´na β = ((1/3)(a+ cj + bj2))1/3.
Com que el conjunt d’aquests dos nombres α i β e´s invariant per totes
les permutacions de a,b, c, el polinomi de segon grau del qual α i β so´n
les arrels e´s fa`cil de calcular en funcio´ dels coeficients de l’equacio´ inicial;
x3 +nx2 +px + q = 0 e´s x2 + 2qx −p3 = (x + q+ s)(x + q− s), on s e´s una
de les arrels quadrades de p3 + q2 i on, per simplificar les fo´rmules, s’escriu
l’equacio´ inicial de la forma equivalent x3 + 3px + 2q = 0 alliberada del ter-
me de segon grau gra`cies a una translacio´ convenient de les arrels i on s’han
introdu¨ıt els coeficients 2 i 3.
Un ca`lcul simple fa veure que cadascuna de les arrels a, b i c de l’equacio´
inicial s’expressa com la suma d’una de les tres arrels cu´biques d’α i d’una de
les de β, i cadascuna d’aquestes dues eleccions esta` lligada al fet que el seu
producte ha de ser igual a −p (per tant hi ha nome´s tres parelles d’aquestes
eleccions a tenir en compte en lloc de les nou eleccions que haur´ıem pogut
imaginar d’entrada, un fet reconfortant).
So´n aquesta mena de fo´rmules les que van acabar imposant l’u´s dels nom-
bres complexos: fins i tot en el cas que les tres arrels siguin reals, pot passar
que p3 + q2 sigui negatiu i aleshores α i β han de ser nombres complexos.
Tot i que la resolucio´ de les equacions de tercer grau que acabem d’exposar
va trigar molt a ser posada a punt (sens dubte, almenys, un dels seus casos
particulars que va donar Scipione de Ferro entre 1500 i 1515), la de quart grau
la va seguir ben aviat, ja que figura igualment a l’Ars Magna (cap´ıtol 39), on
Cardano l’atribueix al seu secretari, Ludovico Ferrari, qui l’hauria trobat entre
1540 i 1545 (Rene´ Descartes en publicaria una altra el 1637). Aquesta resolu-
cio´ e´s la que ens porta a la primera simetria que hem trobat, la de l’organit-
zacio´ de les finals de futbol, del quadrila`ter complet i de la funcio´ ab + cd.
En aquest cas podem tambe´ partir d’un polinomi alliberat del coeficient de
x3 que es pot fer nul amb la mateixa te`cnica que abans, e´s a dir, escrivint
x4+px2+qx+r = (x−a)(x−b)(x−c)(x−d). El conjunt dels tres nombres
α = ad+ bc, β = ac + bd i γ = ad+ bc e´s invariant per cadascuna de les 24
permutacions de les quatre lletres a,b, c i d. Aquests nombres so´n les arrels
d’una equacio´ de tercer grau els coeficients de la qual s’expressen fa`cilment
en termes de p,q i r . El ca`lcul fa veure que el polinomi (x −α)(x −β)(x − γ)
e´s x3 − px2 − 4rx + (4pr − q2). Aquest polinomi pot ser descompost com
hem descrit abans per a obtenir les arrels α,β i γ. De fet nome´s cal calcular-
ne una d’aquestes arrels, diguem α, per a deduir el valor d’a,b, c i d (coneixem
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Figura 2: El text de Lagrange sobre l’equacio´ de 3r grau (1772).
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aleshores la suma α i el producte r dels dos nombres ab i cd, d’on obtenim
aquests nombres per una equacio´ de segon grau, i queda nome´s explotar les
igualtats (a + b) + (c + d) = 0 i ab(c + d) + cd(a + b) = −q per a obtenir el
valor de a+ b i c + d, i d’aqu´ı finalment el de a,b, c i d).
El paper fonamental que juguen les permutacions de les arrels a,b, c i d
i les quantitats auxiliars α,β i γ va ser posat en evide`ncia per Joseph Louis
Lagrange en una publicacio´ apareguda el 1772, (vegeu la figura 2) i en me-
nor mesura tambe´ per Alexandre Vandermonde, en una memo`ria publicada el
1774, aix´ı com Edward Waring en les seves Meditationes algebraicae de 1770
i Francesco Malfatti de manera que avui en dia s’anomenen, amb tota just´ıcia,
resolvents de Lagrange.
Aquestes resolvents no so´n pas u´niques (haur´ıem pogut triar tambe´ α =
(a+b− c −d)2 en el cas de l’equacio´ de quart grau, la qual cosa es correspon
amb la resolucio´ de Descartes), pero` donen la clau de totes les resolucions per
radicals.
4 Abel i Galois
Era normal de voler anar me´s enlla`: Descartes va provar-ho certament i amb
ell molts altres investigadors. L’etapa segu¨ent e´s evidentment la de les equa-
cions de cinque` grau. Aquestes han posat sempre obstacles infranquejables,
i despre´s d’Abel i de Gaulois (que obtenen els seus resultats sobre el 1830)
sabem per que` aquesta recerca havia de resultar este`ril.
En tots els casos precedents hav´ıem pogut associar a una fam´ılia de n
nombres a,b, c, d, . . . (amb n inferior a quatre) una fam´ılia de n − 1 nom-
bres α,β, γ, . . . que es poden expressar com polinomis en a,b, c, d, . . . i que e´s
globalment invariant per a cadascuna de les permutacions de les n lletres ini-
cials. Me´s precisament, denotem per Sn el grup de les bijeccions del conjunt
{a,b, c, d, . . .} en ell mateix; el que e´s possible per a n estrictament inferior
a cinc e´s definir una aplicacio´ de Sn en Sn−1 que respecta la composicio´ de
permutacions.
Sabem des de principi del segle xix que no existeix una aplicacio´ amb
aquesta propietat del grup Sn sobre Sn−1, o fins i tot del grup An de les per-
mutacions parelles en un grup Sm amb m inferior a n, per a n me´s gran que
quatre. Aixo` fa veure que el me`tode de Lagrange no es pot estendre a n igual
a cinc ni als valors me´s grans de n, pero` naturalment no n’hi ha prou per de-
mostrar que una resolucio´ general per radicals de l’equacio´ general de grau
superior a quatre sigui impossible —podria passar que altres me`todes, me´s
generals, se’n sortissin alla` on Lagrange hauria fracassat. Avui sabem, sem-
pre gra`cies a Abel i Gaulois, que aquesta generalitzacio´ e´s de fet impossible.
Aquest problema fonamental i complex va atreure molts dels matema`tics me´s
ce`lebres, entre els quals Leonhard Euler, que hi tornara` repetidament, i sobre-
tot Karl Friederich Gauss (1801) i Louis-Agustin Cauchy (1813).
Aturem-nos al cas de grau cinc, pel qual Descartes, convenc¸ut que no exis-
tia cap fo´rmula ana`loga a la de Cardano, havia proposat el 1637, a La geo-
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metrie, un me`tode gra`fic de resolucio´ que fa servir la interseccio´ de cercles i
corbes cu´biques i que va inventar expressament per a aquest problema. Entre
1799 i 1813 (data de l’edicio´ de les seves Riflessioni intorno a la solutione delle
equazioni algebraiche generali), Paolo Ruffini va publicar diverses temptatives
de demostracio´, cada vegada me´s afinades, dirigides a establir la impossibili-
tat de resoldre l’equacio´ de cinque` grau per radicals. A cada funcio´ racional
de les arrels, va tenir la idea encertada d’associar-li el grup de permutacions
d’aquestes arrels que deixen la funcio´ invariant, pero` es va equivocar en creu-
re que els radicals que intervenen en la resolucio´ de l’equacio´, com passa en el
cas de les arrels cu´biques per a la de tercer grau, eren necessa`riament funcions
racionals de les arrels.
Caldra` esperar el 1824 que Niels Abel justifiqui la intu¨ıcio´ de Ruffini en
la seva Me´moire sur les e´quations alge´briques. Abel, despre´s d’haver cregut
contra`riament haver trobat un me`tode de resolucio´ general, prova la impos-
sibilitat de resoldre l’equacio´ general de cinque` grau per radicals el 1826 a la
Me´moire sur une classe particulie`re d’e´quations re´solubles alge´briquement, on
esbossa una teoria que no s’establira` fins als escrits de Galois, cap al 1830. Els
treballs de Galois inauguren una nova era de les matema`tiques, on els ca`lculs
deixen lloc a la reflexio´ sobre la seva potencialitat i els conceptes, com el de
grup abstracte o d’extensio´ alge`brica, ocupen el primer pla de l’escena.
La idea lluminosa de Galois consisteix d’entrada a associar a una equacio´
arbitra`ria un grup de permutacions que defineix en els termes segu¨ents:
Sigui una equacio´ donada de la qual a,b, c, . . . ,m so´n les arrels. Existeix
un grup de permutacions de les lletres a,b, c, . . . ,m amb les segu¨ents
propietats:
1. Qualsevol funcio´ de les arrels invariant per les substitucions d’a-
quest grup e´s una funcio´ racional.
2. Rec´ıprocament, qualsevol funcio´ racional de les arrels e´s invariant
per aquestes substitucions.
A continuacio´ Galois estudia com aquest grup d’ambigu¨itats es modifica
quan se li adjunten quantitats auxiliars considerades des d’aleshores com ra-
cionals. Resoldre una equacio´ per radicals es redueix llavors a resoldre el seu
grup de Galois.
La impossibilitat de reduir l’equacio´ de cinque` grau a equacions de grau
inferior prove´ llavors de la simplicitat del grup A5 de les seixanta permutaci-
ons parelles (producte d’un nombre parell de transposicions) de les cinc arrels
a,b, c, d i e d’una equacio´. Un grup abstracte e´s simple si no es pot definir una
aplicacio´ no constant en un grup d’ordre me´s petit que conservi la llei del grup.
El grup A5 e´s el grup simple me´s petit no commutatiu i apareix sovint en les
matema`tiques. Aquest grup es pot presentar de manera molt econo`mica: esta`
generat per dos elements u i v que compleixen les relacions u2 = 1, v3 = 1 i
(uv)5 = 1, cosa que ens do´na l’oportunitat de parlar dels icosions de Hamil-
ton.
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5 Els icosions de Hamilton
Despre´s d’haver descobert els quaternions, William Hamilton va provar de
construir el 1857 una nova a`lgebra formada per nombres generalitzats que
anomenava icosions. Dos d’aquests icosions, denotats per u i v , que Hamilton
anomenava arrels no commutatives de la unitat, havien de complir u2 = 1,
v3 = 1 i (uv)5 = 1. Un ca`lcul infantil fa veure que si uv = vu, aleshores tenim
v = u5v5v = u5v6 = (u2)2u(v3)2 = u i aleshores u = v = vu2 = v3 = 1.
Aix´ı doncs, no es pot representar u i v a cap dels grups Sn amb n com a molt
quatre. Per a representar u i v en el grup A5 de les permutacions parelles
de cinc lletres a,b, c, d, e nome´s cal posar u = (b,a,d, c, e), permutacio´ que
deixa fixa e i permuta a amb b i c amb d, i v = (e, b,a,d, c), la permutacio´
que deixa fixos b i d i que canvia a en e, c en a i e en c. El producte uv e´s
aleshores la permutacio´ c´ıclica (e, a, b, c, d), que efectivament e´s d’ordre cinc.
Aix´ı doncs, es pot representar u i v de 120 maneres diferents (isomorfes dues
a dues) en el grup A5.
El grup A5 e´s isomorf al grup de rotacions que conserven un icosaedre o,
el que ve a ser el mateix, un dodecaedre (aquests dos so´n els me´s interessants
dels cinc so`lids plato`nics, que amb el tetraedre regular, el cub i l’octaedre
—format pels sis centres de les cares d’un cub— so´n els u´nics pol´ıedres con-
vexos regulars que poden existir en el nostre espai habitual).
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Figura 3: El joc de l’icosio´. Sainte-Lagu¨e en el seu llibre Avec des nombres et des lignes
va fer reviure el joc de l’icosio´ inventat pel matema`tic irlande`s Hamilton (1805–1865).
El joc consisteix a completar un cicle passant per tots els ve`rtexs de l’icosaedre una
u´nica vegada; d’entrada es donen els cinc primers ve`rtexs. El segu¨ent n’e´s un exemple:
1,2,3,4,5,6,19,18,14,15,16,17,7,8,9,10,11,12,13,20.
Per a obtenir l’isomorfisme en qu¨estio´, n’hi ha prou amb associar a u una
de les quinze rotacions d’ordre dos (una simetria amb eix una de les quinze
mediatrius comunes a dues arestes paral.leles) i a v una de les vint rotacions
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d’ordre tres (l’eix de la qual uneix un dels deu parells de ve`rtexs diametral-
ment oposats del dodecaedre o els centres de dues cares paral.leles de l’ico-
saedre); les 60 rotacions que conserven aquest so`lid es poden expressar totes
simplement com a productes dels generadors u i v .
Tot i que els icosions u i v generen el grup A5 i satisfan les relacions
u2 = 1, v3 = 1 i (uv)5 = 1, no e´s pas immediat que aquestes relacions cons-
titueixen una presentacio´ del grup, e´s a dir, que qualsevol altra relacio´ entre
u i v se’n pugui deduir. Hi ha dues maneres de conve`ncer-se’n, alge`brica i
geome`trica (vegeu els ape`ndixs 1 i 2).
Va ser pel graf de les arestes del dodecaedre, que te´ les mateixes simetri-
es que el de l’icosaedre, que Hamilton va posar a punt el joc de l’icosio´, que
anomenava tambe´ joc de les arrels no commutatives de la unitat. Aquest joc
e´s el primer exemple del que s’anomena avui la cerca d’un cicle hamiltonia`,
concepte molt important en la moderna teoria de grafs (vegeu la figura 3). Es
tracta d’un desafiament sobre els vint ve`rtexs d’un dodecaedre, que es tracta
de resseguir seguint les arestes del pol´ıedre de manera que es passi per ca-
da ve`rtex una i nome´s una vegada, i que el ve`rtex de partida i el d’arribada
estiguin tambe´ units per una aresta que permeti tancar el cicle. Sobre aquest
tema es pot llegir l’assaig ben remarcable de 1937 d’Andre´ Sainte-Lague¨ Avec
des nombres et des lignes (vegeu la figura 4).1
6 El triangle de Morley
No hi ha un a`ngel de la geometria que rivalitza amb el diable de l’a`lgebra, sino´
una connive`ncia fruct´ıfera entre les a`rees visuals del cervell, que copsen d’un
cop d’ull l’harmonia d’una configuracio´, i les del llenguatge que la destil.len en
escriptures alge`briques.
Acabarem aquesta iniciacio´ al concepte de simetria amb un bonic exemple
d’aquesta connive`ncia evocant el teorema de Morley. Aquest teorema consti-
tueix tambe´ un tema en el qual les simetries concretes, d’origen geome`tric, i
abstractes i alge`briques, quan es miren d’un angle diferent, es conjuguen de
manera forta i deixen una impressio´ real de bellesa.
El matema`tic brita`nic Frank Morley va ser un dels primers professors de
les universitats americanes. En el tombant del segle precedent i amb motiu
de les investigacions sobre les fam´ılies de cardioides tangents als tres costats
d’un triangle donat, va desprendre’n la propietat segu¨ent: els tres parells de
trisectrius interiors dels tres angles (e´s a dir, les rectes que divideixen aquests
angles en tres angles iguals, a la manera de les ben conegudes bisectrius) es
tallen en sis punts tres dels quals formen un triangle equila`ter.
La demostracio´ original, forc¸a dif´ıcil, esta` basada en ca`lculs enginyosos a
base d’un domini superb de la geometria anal´ıtica. Hi ha nombroses demos-
tracions d’aquest resultat, aix´ı com diverses generalitzacions donant fins a 18,
fins i tot 27 (i me´s encara) triangles equila`ters que es poden despendre a partir
1 Aquest assaig ha estat reeditat en llengua francesa el 1994 per Vuibert.
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Figura 4: El joc de l’icosio´ i el cam´ı hamiltonia` segons Sainte-Lague¨.
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de 108 punts de les interseccions de 18 trisectrius obtingudes de les trisec-
trius interiors per rotacions d’angle pi/3. Entre aquestes demostracions n’hi
ha que fan servir ca`lcul trigonome`tric, pero` tambe´ n’hi ha que fan servir pura
geometria, com la que va donar Raoul Bricard el 1922.
N’hi ha una d’una naturalesa completament diferent que do´na llum des
d’un angle interessant ja que permet d’estendre aquest resultat a priori forta-
ment euclidia` a la geometria de la recta af´ı sobre un cos k arbitrari. El resultat
de geometria pura que conte´ (i que este´n) la propietat de les trisectrius e´s
d’una generalitat tal que la seva demostracio´ acaba sent una simple verificacio´
(un enunciat general e´s sovint me´s simple de demostrar que un cas particular,
ja que el nombre d’hipo`tesis que cal fer servir e´s tambe´ me´s redu¨ıt). S’enuncia
aix´ı:
Si G e´s el grup af´ı d’un cos commutatiu k (e´s a dir, el de les aplicacions g
de k en k que es poden escriure de la forma g(x) = ax + b, on a, denotat per
a(g) e´s no nul), aleshores per a qualsevol triple (f , g,h) d’elements de G tals
que j = a(fgh) e´s diferent de 1 i que fg, gh i hf no so´n transl.lacions, les
dues afirmacions segu¨ents so´n equivalents:
1. f 3g3h3 = 1 (transformacio´ identitat).
2. j3 = 1 i α+ jβ+ j2γ = 0, on α e´s l’u´nic punt fix de fg, β el de gh i γ el
de hf .
Queda per provar que aquesta propietat alge`brica tan abstracte permet com-
prendre millor (i al mateix temps demostrar) el teorema de Morley. Prenem
com a k el cos dels nombres complexos, pel qual el grup af´ı e´s el de les sem-
blances directes, i del qual un subgrup e´s el de les rotacions (e´s necessari i
suficient que a sigui de mo`dul 1 per tal que g sigui una rotacio´). Prendrem
com a f , g i h les tres rotacions al voltant dels tres ve`rtexs del triangle amb
angle dos terc¸os dels angles de cada ve`rtex. Aix´ı, amb la notacio´ de l’ape`ndix 3,
f e´s la rotacio´ de centre A i angle 2a/3, g la de centre B i angle 2b/3 i h la de
centre C i angle 2c/3. El producte dels cubs f 3g3h3 e´s igual a 1, ja que f 3, per
exemple, e´s el producte de dues simetries respecte dels costats de l’angle a A,
de manera que aquestes simetries es simplifiquen dues a dues en el producte
f 3g3h3.
D’acord amb l’equivale`ncia anterior, tenim α + jβ + j2γ = 0, on α,β i
γ so´n els punts fixos de fg, gh i hf i on j = a(fgh) e´s la primera arrel
cu´bica de la unitat, que ja ens hem trobat abans en aquest article. La relacio´
α+ jβ+ j2γ = 0 e´s una caracteritzacio´ ben coneguda dels triangles equila`ters
(que es pot escriure tambe´ de la forma (α− β)/(γ − β) = −j2, que indica que
es passa del vector βγ al vector βα per una rotacio´ d’angle pi/3).
Una vella recepta, coneguda per aquells que han rebut una forta impregna-
cio´ de geometria cla`ssica, fa veure que el punt α definit per f(g(α)) = α e´s
justament la interseccio´ de les trisectrius que surten de A i de B me´s pro`ximes
al costat AB. El lector s’en pot conve`ncer comprovant que la rotacio´ g de cen-
tre B i angle 2b transforma aquest punt d’interseccio´ en el seu sime`tric respec-
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te del costat AB, i que la rotacio´ f de centre A i angle 2a el torna exactament
al seu lloc original. El mateix passa amb els punts β i γ. Hem demostrat, doncs,
que el triangle (α,β, γ) e´s equila`ter. Veiem a me´s que, en aquest ordre, el trian-
gle esta` descrit en sentit positiu (oposat al de les agulles del rellotge). Aquesta
demostracio´ s’aplica igualment als altres triangles equila`ters de Morley: les 18
trisectrius obtingudes a partir de les trisectius interiors per rotacions d’angle
pi/3 permeten modificar f , g i h sense canviar el producte dels seus cubs i do-
nen noves solucions de l’equacio´ f 3g3h3 = 1 i sengles triangles equila`ters! La
dualitat entre l’a`lgebra i la geometria, evident en els exemples anteriors, per-
met posar me´s lluny els l´ımits dels nostres conceptes geome`trics, ja alliberats
de la carcassa euclidiana per la introduccio´ de les geometries no euclidianes
(vegeu l’ape`ndix 2).
El descobriment de la meca`nica qua`ntica i de la no-commutativitat de les
coordenades en l’espai de fases d’un sistema ato`mic han generat en els darrers
vint anys una evolucio´ igualment radical dels conceptes geome`trics, alliberant
la nocio´ d’espai de la commutativitat de les coordenades.
En geometria no commutativa la nocio´ de simetria esdeve´ me´s subtil, i els
grups mencionats en aquest article es substitueixen per a`lgebres inventades
pel matema`tic Heinz Hopf que il.lustren la bella definicio´ de Herman Weyl
extreta del seu llibre Simetria i matema`tica moderna:
La simetria no esta` restringida de cap manera als objectes que ocupen
un cert espai. Sime`tric vol dir quelcom ben proporcionat, ben equilibrat,
i la simetria indica llavors aquesta mena d’harmonia entre les diverses
parts gra`cies a la qual s’integren en un tot: la bellesa esta` lligada a
aquesta simetria.
Ape`ndix 1: Estudi dels grups A4 i A5
A) El grup A4
1) El grup A4 e´s el de les permutacions parelles de quatre lletres a,b, c, d.
Aquest grup esta` generat per les permutacions s =
(
a b c d
b a d c
)
, que transfor-
ma a en b, b en a, c en d i d en c i, s =
(
a b c d
a c d b
)
, que transforma b en c,
c en d i d en b. Aquestes dues permutacions compleixen les relacions s2 = 1,
t3 = 1 i (st)3 = 1.
2) Existeix una representacio´ geome`trica del grup A4: e´s el grup de les rotaci-
ons que conserven el tetraedre a,b, c, d. (Vegeu la figura 5.)
La permutacio´ s esta` representada per la simetria respecte de la medi-
atriu comuna a ab i cd. La permutacio´ t esta` representada per la rotacio´
d’angle 2pi/3 al voltant de l’eix del tetraedre que passa per a. La permutacio´
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st =
(
a b c d
b d c a
)
e´s la rotacio´ d’angle 2pi/3 al voltant de l’eix del tetraedre
que passa per c. El lector pacient pot comprovar que les regles de simplificacio´
s2 = 1, t3 = 1 i (st)3 = 1 so´n una presentacio´ del grup, e´s a dir, so´n suficients,
combinades amb la llei del grup, per veure que hi ha nome´s dotze paraules
diferents formades per les lletres s i t.
Figura 5: Simetries del tetraedre.
B) El grup A5
1) El grup A5 e´s el de les permutacions parelles de cinc lletres, a,b, c, d, e.
Aquest grup esta` generat per les permutacions u =
(
a b c d e
b a d c e
)
, que trans-
forma a en b, b en a, c en d i d en c, i v =
(
a b c d e
e b a d c
)
, que transforma a
en e, c en a i e en c. Aquestes transformacions satisfan les relacions u2 = 1,
v3 = 1 i (uv)5 = 1 (per descomptat, u i v no commuten).
2) Aquest grup te´ 60 elements i e´s isomorf al grup de rotacions del dodecae-
dre regular (vegeu la figura 6). Aix´ı, u e´s una de les 15 simetries respecte de
la mediatriu comuna a dues arestes sime`triques respecte del centre. D’altra
banda, v e´s una de les 20 rotacions d’angle 2pi/3 al voltant d’una recta que
uneix dos ve`rtexs sime`trics amb relacio´ al centre del dodecaedre.
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Figura 6: Simetries del dodecaedre.
C) Presentacio´ de A5
El lector pacient pot verificar que n’hi ha prou amb les regles de simplificacio´
u2 = 1, v3 = 1 i (uv)5 = 1 i la llei del grup per veure que hi ha nome´s 60
paraules diferents formades per les lletres u i v . Comencem posant s = u,
t = k−2uk, on k = uv , per veure que s i t satisfan la presentacio´ de A4, e´s
a dir, les regles de simplificacio´ s2 = 1, t3 = 1 i (st)3 = 1. A continuacio´ es
veu que qualsevol paraula amb les lletres u i v s’escriu, gra`cies a les regles de
simplificacio´, en la forma kmh, on m e´s 0,1,2,3 o 4 i h e´s un mot escrit amb
les lletres s i t. Com que n’hi ha 12, d’aquestes paraules h, veiem que el grup
A5 esta` efectivament presentat per les relacions en qu¨estio´.
D) A5 com a grup de matrius
1) Posem F5 = Z/5Z el cos dels enters mo`dul 5. En aquest cos 4 + 2 = 1,
3+ 2 = 0, 4× 2 = 3, 3× 2 = 1, etc.
2) Representem u i v com les transformacions segu¨ents de l’espai projectiu
P1(F5). Aquest espai projectiu conte´, a me´s dels cinc elements de F5, un punt
a l’infinit denotat com 1/0. Posem u(z) = −1/z per a z un element de P1(F5).
Tenim clarament que u2(z) = z, e´s a dir, u2 = 1. Posem ara v(z) = −1/(z+1)
i podem comprovar que v3 = 1. Verifiquem ara la presentacio´ de A5 ja que
k = uv esta` donada per k(z) = z + 1 i km(z) = z +m de manera que k5 = 1.
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3) Donem una representacio´ matricial dels elements u i v . Donats quatre
elements a,b, c, d de F5 que compleixen ad − bc = 1, s’associa a la matriu(
a b
c d
)
la transformacio´ f de P1(F5) donada per f(z) =
(
a b
c d
)(
z
1
)
. El grup
de transformacions que s’obte´ d’aquesta manera es denota per PSL(2,F5), el
grup especial lineal projectivitzat de F5. D’aquesta manera els elements u,v, k
i t es representen per les matrius:
u =
(
0 −1
1 0
)
, v =
(
0 1
−1 −1
)
, km =
(
1 m
0 1
)
, t =
(
−2 −3
1 1
)
.
Ape`ndix 2: Recobriment universal i geometria no euclidiana
Per a comprendre geome`tricament el grup generat per dos elements u i v pre-
sentat per les relacions u2 = 1, v3 = 1 i (uv)5 = 1, comencem considerant
nome´s les dues primeres relacions u2 = 1 i v3 = 1. El grup que s’obte´ e´s
PSL(2,Z), que es pot entendre visualitzant la seva accio´ sobre un arbre infinit
T del qual de cada ve`rtex surten tres arestes. La tercera relacio´ (uv)5 = 1
s’ente´n llavors identificant l’arbre T amb el recobriment universal del graf
de la figura 3 (aquest recobriment universal, en el sentit de Poincare´, s’obte´
considerant tots els camins que segueixen les arestes del dodecaedre regu-
lar). L’arbre infinit T esta` representat segons dos models de la geometria no
euclidiana, el model de Klein (A) i el model de Poincare´ (B) (vegeu la figura 7).
En els dos models, el conjunt de punts de la geometria plana so´n els interi-
ors a un disc. En el model de Klein, el segment que uneix dos punts no e´s altre
que el de la geometria euclidiana. Nome´s canvia la llargada d’aquest segment.
Model de Klein
(A)
Model de Poincare´
(B)
Figura 7: Models de geometria no euclidiana.
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En aquest model, la llargada d’un segment ab ve donada pel logaritme de la
relacio´ (ab, cd) de ab amb les interseccions c i d de la recta ab amb el cercle
C . Aix´ı, [ab] = log ac×bdad×bc . Les arestes de l’arbre T so´n segments de recta de la
mateixa llargada.
En el model de Poincare´, les rectes so´n els arcs de cercles ortogonals al
cercle C , i la nocio´ d’angle e´s la mateixa que en la geometria euclidiana. Les
dista`ncies ve´nen donades per 2 log(ab, cd), on la relacio´ (ab, cd) es calcula
sobre el cercle que passa per a,b, c, d i on el factor 2 es fa visible al comparar
(A) i (B).
El grup PSL(2,Z) ve representat per les isometries de la geometria no eu-
clidiana. Aquest grup te´ per presentacio´ les relacions u2 = 1 i v3 = 1. L’ele-
ment u ve donat per la simetria respecte de l’origen O, i l’element v per la
rotacio´ no euclidiana de centre J i angle 2pi/3. A l’aplicar a l’aresta JJ′ les
operacions representades per les paraules formades per les lletres u i v (com
uvvuuuvuv . . ., s’obte´ exactament l’arbre T del recobriment universal del
joc de l’icosio´ de Hamilton. En particular, cadascun dels camins hamiltonians
e´s un punt d’aquest recobriment universal.
El dodecaedre s’obte´ identificant les arestes de l’arbre T que so´n congru-
ents mo`dul 5. Aquesta congrue`ncia significa que es passa de l’una a l’altra
d’aquestes arestes per una isometria no euclidiana donada per un element(
a b
c d
)
del grup PSL(2,Z) que compleix a ≡ 1 (mod 5), b ≡ 0 (mod 5), c ≡ 0
(mod 5) i d ≡ 1 (mod 5). D’aquesta manera la presentacio´ del grup A5 que
imposa la relacio´ suplementa`ria (uv)5 = 1 ve a ser fer el quocient del grup
PSL(2,Z) pel subgrup normal G generat per (uv)5. El quocient de T per G no
e´s res me´s que el graf format per les arestes del dodecaedre. El grup quocient
PSL(2,Z)/G e´s el grup PSL(2,F5) de l’ape`ndix 1.
Ape`ndix 3: El teorema de Morley
El teorema de Morley estableix que els tres punts α,β, γ d’interseccio´ de les
trisectrius d’un triangle qualsevol ABC com el del dibuix formen un triangle
equila`ter. Anomenem f , g,h les tres rotacions al voltant dels tres ve`rtexs del
triangle amb angle dos terc¸os de l’angle en el ve`rtex corresponent.
Figura 8: El teorema de Morley.
Simetries 23
Aix´ı f e´s la rotacio´ de centre A i angle 2a, g e´s la rotacio´ de centre B i angle
2b i h e´s la rotacio´ de centre C i angle 2c. Estudiem les propietats d’aquestes
rotacions.
Figura 9: Les rotacions f i g.
La rotacio´ g transforma el punt α en α′, sime`tric de α respecte de la recta
AB. La rotacio´ f retransforma α′ en α, de manera que α e´s el punt fix del
producte de rotacions fg. De manera semblant, β e´s el punt fix del producte
de rotacions gh i γ e´s el punt fix del producte de rotacions hf .
Figura 10: f 3g3h3 = 1.
Considerem ara el producte de rotacions f 3g3h3. La rotacio´ f 3 de centre
A i angle 6a e´s el producte s(AC)s(AB) de la simetria s(AB) respecte del
costat AB i la simetria s(AC) respecte del costat AC . Semblantment, g3 e´s el
producte s(AB)s(BC) i h3 e´s el producte s(BC)s(AC).
Com que el quadrat d’una simetria respecte d’una recta e´s la identitat,
tenim, doncs, que f 3g3h3 = 1, cosa que prova, gra`cies al resultat alge`bric, que
el triangle α,β, γ e´s equila`ter.
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